
УДК 512
Применение матричной алгебры для реализации алгоритма Евклида
Кадомцева Е.А., Юдина Н.О., Монахова О.А.
Пензенский государственный университет

ekadomzewa@mail.ru, nad16polymna@yandex.ru, oxmonakh@mail.ru
Аннотация

В работе рассмотрено применение матричной алгебры для реализации алгоритма Евклида в некоторых евклидовых кольцах. 

Известно, [1], что область целостности K называется евклидовым кольцом, если существует отображение h основного множества кольца K во множество N0 натуральных чисел с нулем, удовлетворяющее условию: для любых элементов a и b кольца K при b ≠ 0 существуют в K элементы q, r такие, что a = bq + r и h(r) < h (b) или r = 0.
Для произвольного элемента ( ( K образ h(() называется его евклидовой нормой.
Для евклидовой нормы выполняются следующие свойства:

1) [image: image2.png]h(a) > 0;




2) [image: image4.png]h(a) =0



 тогда и только тогда, когда [image: image6.png]



3) [image: image8.png]h(apB) = h(a)h(B).




В кольце целых чисел Z выполняется теорема о делении с остатком. В качестве евклидовой нормы можно использовать отображение [image: image10.png]h(a) = lal



. Кольцо целых чисел евклидово.

Основным множеством кольца целых гауссовых чисел Z[i] является подмножество комплексных чисел с целой действительной и мнимой частью. Норму можно определить так: [image: image12.png]h(a) = lal®



 или [image: image14.png]h(m + ni) = m* + n?



. Кольцо Z[i] евклидово.

Кольцо чисел вида [image: image16.png]z[V2] = {a + bV2|a, b € 2}



 является евклидовым. Норму можно определить следующим образом: [image: image18.png]h(a +bv2)




. Выполнимость первых двух свойств нормы очевидна. Покажем, что третье свойство выполняется. 
Пусть [image: image20.png]a=a+bV2



 [image: image22.png]=c+dy2




 Тогда [image: image24.png]af = (ac +2bd) + (ad + bc)V2,



 поэтому [image: image26.png]h(apB) = |(ac + 2bd)* — 2(ad + bc)*| = |a®c® + 4abed + 4b*d* — 2a*d* — 4abed —
—2b%c?| = |(a? — 2b%)c? — 2(a® — 2b*)d?| = |a® — 2b%||c? — 2d?| = h(a)h(B).




Наибольшим общим делителем (НОД) двух элементов a и b кольца K называется элемент d этого кольца такой, что

1) d является общим делителем этих элементов;

2) любой общий делитель элементов a и b делится без остатка на d.

Для нахождения НОД двух элементов a и b кольца K применяют алгоритм Евклида, суть которого состоит в «последовательном делении».

Пусть a, b ( K, h(a) > h(b), b ≠ 0 и a не делится на b без остатка. По определению евклидова кольца существуют элементы q1, r1 ( K, что 

a = bq1 + r1 и h(r1) <h (b) и r1 ≠ 0.                                             (1)

Для элементов b и r1 из этого же определения следует существование элементов q2, r2, где h(r2) < h(r1) или r2 = 0, и выполняется равенство b = r1q2 + r2. Если r2 ≠ 0, аналогично продолжаем далее применять теорему о делении с остатком. Этот процесс конечен в силу ограниченности снизу множества натуральных чисел. Окончательно получим следующую систему соотношений:
[image: image27.png]b=mnq,+mr,  h(r) <h(y)ar * 0





[image: image28.png]= 1nqst+r,  h(n) < h(n)un #0;





…                                                                                 (2)

[image: image29.png]Tem2 = Te—1Gi T 7 h(n) < h(re_y) ur # 0;





[image: image30.png]Tem1 = Tlrs1




Наибольший общий делитель элементов a и b равен rk последнему ненулевому остатку в алгоритме Евклида.

Перейдем к матричному представлению этого алгоритма. [2]
Равенство (1) и каждое из равенств системы (2) в матричной форме получит вид (3)

[image: image31.png]=02 ()




[image: image33.png]()=(% D)



;

[image: image35.png]= )G



;   [image: image37.png]


                                 (3)
[image: image38.png])= o) (%)




Выполнив последовательно подстановку матриц системы (3) в первое равенство этой системы, получим равенство, связывающее элементы a и b с НОД(a, b).

[image: image40.png]()= (% o) (@)



                       (4)
Рассмотрим примеры вычисления НОД элементов различных евклидовых колец по описанной схеме.
1. Найти НОД(86, 24) и его линейное представление.

Решение. Разложим матрицу в произведение
[image: image41.png](=G 0 GD=C o) (o) () =G o) Qo) (o) ()=




[image: image43.png]=(1 0G0 (o) Go) B =G 0 G (1) (o) (Ge) @)



.
НОД (86, 24)=2. Найдем линейное представление НОД(86, 24). Перемножим матрицы.
[image: image45.png](I o) =G 2



; [image: image47.png](1 o =G 1



; [image: image49.png]i DG D=0 2



;
[image: image51.png]s G 0=E 5



; [image: image53.png]()= )0



; [image: image55.png]-
By





[image: image57.png]o 29)(D=)



.
Из последнего равенства получим линейное представление НОД(86, 24):

-5(86 + 18 ( 24 = 2.
2. Для деления с остатком в кольце целых гауссовых чисел [image: image59.png]Z[i]



 используем алгоритм деления с остатком, описанный в книге К.А. Родосского «Алгоритм Евклида» [3].

Шаг 1. Составим дробь [image: image61.png]


, принадлежащую полю частных кольца [image: image63.png]Z[i].




Шаг 2. Найдем алгебраическую форму числа [image: image65.png], =, tilmnstez




Шаг 3. Для рациональных чисел [image: image67.png]


 находим ближайшие им целые числа.

Пусть [image: image69.png]


 ближайшее  целое число к [image: image71.png]


, [image: image73.png]


ближайшее к [image: image75.png]


.

Шаг 4. Найдём разность [image: image77.png]


 
Шаг 5. Дробь [image: image79.png]


 представим в следующем виде:

[image: image80.png]



Шаг 6. Умножим обе части равенства, полученного в шаге 5 на [image: image82.png]



[image: image83.png]u:b(l+l'i)+b(1%+sl—‘i)





Рассмотрим пример. Выполнить деление с остатком числа [image: image85.png]15— 14ima 2+ 3i



 Выполним последовательно шаги алгоритма деления с остатком в [image: image87.png]Z[i].




1) [image: image89.png]



2) [image: image91.png]15-14 _ (15-140(2-30 _ —12-730
25 (2+30(2-3) =





3) Ближайшим целым числом к числу [image: image93.png]


  является 1, а для числа [image: image95.png]e



 ближайшим числом является число 6. Действительно, [image: image97.png]


 Так как [image: image99.png]


 то число [image: image101.png]3
3



 ближе к числу 6.

4)  [image: image103.png]


Отсюда следует, что  [image: image105.png]



5)  [image: image107.png]



6)[image: image109.png]15-14i = (2+30)(-1- 60 + 7 (2+3)(1+ 5) = (2+30)(-1— 61) +; (-13+13i) =
(2+30)(-1—6i) + (=1 +1).




Таким образом, [image: image111.png]15— 14i

2+3i)(-1-6i) +(—1+i).




Осталось убедиться, что евклидова норма числа [image: image113.png]—1+i



  меньше, чем евклидова норма числа [image: image115.png]2+ 3i



.

[image: image116.png]h(—1+1i)





[image: image117.png]h(2 + 3i) = 13.




Следовательно, [image: image119.png]h(—1+i) < h(2 + 3.





Итак, полученное равенство выражает результат деления с остатком в [image: image121.png]Z[i]



 числа [image: image123.png]15— 14ima 2+ 3i




3. Найти НОД в кольце Z[i] целых гауссовых чисел ([image: image125.png]5+ 3i



, [image: image127.png]2+i



)

[image: image128.png]5D=G -Gi)=0G -Go) ()= -G (1o)==




[image: image130.png]=(; 0@ (G0 (s



. НОД([image: image132.png]5+ 3i



, [image: image134.png]2+i



) =[image: image136.png]1+i



.
Рассмотренные примеры говорят об удобстве использования матричной алгебры для реализации алгоритма Евклида в некоторых евклидовых кольцах.
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